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暋暋斜齿轮和准双曲面齿轮广泛应用于交错轴动

力传输中棶准双曲面可承受重载及高的传动比棳广
泛用于汽车后桥传动上椈但由于齿面的复杂性棳需
要在特定的机床上棳并且在合适的加工参数条件

下才能获得较好的接触位置和接触印痕棶交错斜

齿轮基本上是一种典型的斜齿轮椲棻灢棻棽椵棳交错斜齿

轮是点接触的棳随着轴交角的增大棳其承载能力也

就降低棶在齿面设计方面棳采用计算机仿真分析齿

面啮合特性椲棻灢椀椵棳在承载能力及弹流润滑液做了一

定的研究椲椂灢椄椵椈同时棳许多学者提出了空间交错轴
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传动的新齿形椲椆灢棻棽椵棳斆旇斸旑旂棳斣旙斸旟棳斪旛等人椲椆灢棻棸椵提
出了一种螺旋双曲面齿轮棬旇斿旍旈旔旓旈斾旂斿斸旘旙棭棳与传

统交错轴斜齿轮相比棳螺旋双曲面的瞬轴面是规

则双曲面棳而交错斜齿轮的瞬轴面为圆柱面棶斪旛
等椲棻棸椵和斆旇斸旑旂斿等人椲椆椵分别用插齿和滚齿的方法

其建立相应的数学模型棳讨论此类齿轮传动的优

势椈但并未对该类齿轮副的啮合及修形特性进行

全面的研究棶本文用齿廓修形的插齿刀展成螺旋

双曲面齿轮棳建立轮齿接触分析棬斣斄斆棭模型棳分
析修形系数暍轴交角变化暍安装误差对齿轮副啮合

性能的影响棶
棻暋修形插齿刀齿面方程

螺旋双曲面齿轮由修形直齿圆柱齿轮插齿刀

展成棳插齿刀是由沿着齿廓修形的齿条刀与齿轮

相啮合而成棶图棻所示棳斸棳旚 为产形齿条齿廓的

坐标系棳 棬椊斻棳旚椈斻和旚分别代表小轮和大轮插

齿刀齿条沿着齿廓方向的参数棭棳 为沿齿线方向

参数棳旑 为法向压力角棳旐椊毿 旑棷棿为齿槽宽一

半棳 旑 齿轮法向模数棳 为抛物线修形系数棳
为抛物线极点位置椈可得到 斻 坐标系下产形齿条

齿面方程
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图棻暋齿条刀齿廓

斊旈旂棶棻暋斝旘旓旀旈旍斿旓旀旘斸斻旊斻旛旚旚斿旘
暋暋插齿刀齿面 旙 是由齿条刀齿面 斻 包络而成

的棳图棽坐标系描述其展成过程棳斻棳 分别是与

齿条和齿轮固联的动坐标系棳斾 是固定参考坐标

系棳小轮动坐标系 绕 斾 转 时棳产形齿条坐

标系 斻 移动 旔 棳旔 为被加工齿轮节圆半径棳由
啮合原理在齿条齿面和被展成齿轮切削接触点

上棳法向矢量必须通过瞬轴 棳可得到如下的啮

合条件椇

斻 棴 斻
斻 椊 斻 棴 斻

斻 椊 斻 棴 斻
斻

棬棾棭
式中 斻棳 斻棳 斻 为瞬轴在齿条坐标系 斻 坐标棳
斻棳斻棳斻为两齿面瞬时接触点坐标棳斻 棳斻 棳斻

为瞬时接触点法向矢量分量椈被加工齿轮的加工

转角 椊棬斻 斻 棴 斻 斻 棭棷 斻 旔 棳其中 斻 椊棸棳
斻椊 旔 棳旔 椊 旑 棷棽棳 为被加工齿轮齿数棳可

得到插齿刀齿面的位置矢量和法向矢量
棬棭旙 棬 棳棭椊 斻棬 棭斻棬 棳棭

棬棭旙 棬 棳棭椊灥 棬棭旙 棬 棳棭
灥 暳灥 棬棭旙 棬 棳棭

灥 棬棿棭

图棽暋插齿刀展成坐标系

斊旈旂棶棽暋斍斿旑斿旘斸旚斿斾斻旓旓旘斾旈旑斸旚斿旓旀旙旇斸旔斿旘

棽暋螺旋双曲面齿轮齿面方程

图棾描述了左旋螺旋双曲面齿轮展成过程棳
插齿过程是模拟插齿刀和被加工齿轮的啮合椈旕棳
旀 分别是插齿刀和被加工齿轮参考坐标系棳旔 为

用于确定螺旋角的辅助坐标系棳旙棳 分别固联

在插齿刀和被加工齿轮动坐标系棶 被加工齿轮

螺旋角棳 棬棭旙 棳 分别是插齿刀加工转角和齿轮加

工转角棳并且有
棬棭旙 椊 棬棭旙

棳 棬棭旙 棳 分别是插齿

刀齿数和被加工齿轮齿数棶

图棾暋螺旋双曲面齿轮展成坐标系

斊旈旂棶棾暋斍斿旑斿旘斸旚旈旑旂斻旓旓旘斾旈旑斸旚斿旀旓旘旇斿旍旈旔旓旈斾旂斿斸旘旙

椃棾棿棻
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螺旋双曲面齿轮齿面 由插齿刀齿面 棬棭旙
包络而成棳利用齐次坐标变换可以得到 的齿面

位置矢量和法向矢量

棬 棳 棳棬棭旙 棭椊 旙棬棬棭旙 棭棬棭旙 棬 棳棭 棬椀棭
棬 棳 棳棬棭旙 棭椊 旙棬棬棭旙 棭棬棭旙 棬 棳棭 棬椂棭

同时棳在插齿过程中应满足啮合方程

棬 棳 棳棬棭旙 棭椊 棬棭旙 棬旙棭旙 棬椃棭
式中 棬棭旙 是齿面 棬棭旙 在坐标系 棬棭旙 的法矢棳 棬旙棭旙 是

在 棬棭旙 中表示的两齿面的相对运动速度棶 旙 椊
旀 旀旔 旕旙 是坐标系 棬棭旙 到坐标系 的齐次坐标

变换矩阵棶
棾暋齿面接触分析

棾棶棻暋斣斆斄棬旚旓旓旚旇斻旓旑旚斸斻旚斸旑斸旍旟旙旈旙棭模型

两齿面 棻 和 棽 在固定坐标系 旇 中连续接

触相切棳齿面的位置矢量和法向矢量分别相等棳如
图棿所示转换坐标系棳坐标系 棻 和 棽 分别是与

小轮和大轮相固联的齿面动坐标系棳旇 为固定坐

图棿暋齿轮副啮合坐标系

斊旈旂棶棿暋斖斿旙旇旈旑旂斻旓旓旘斾旈旑斸旚斿旀旓旘旂斿斸旘斾旘旈旜斿
标系棳辅助坐标系 旂棳旘 确定齿轮轴交角棳辅助坐

标系 旊棳旜 用来模拟齿轮的装配误差棳殼 旇 水平

安装误差角棳殼 旜 垂直误差误差角棳殼 中心距误

差棶在固定坐标系 旇 中面齿面 棻棳棽 及其单位法

向矢量可表示为
棬棻棭旇 棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棳棻棭椊 旇棻棬棻棭棻棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棭
棬棻棭旇 棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棳棻棭椊 旇棻棬棻棭棻棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棭楙

棬椄棭
棬棽棭旇 棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棳棽棭椊 旇棽棬棽棭棽棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棭
棬棽棭旇 棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棳棽棭椊 旇棽棬棽棭棽棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棭楙

棬椆棭

式中 棻棳棽 分别是小轮和大轮啮合转角椈 旇棻椊
旇旊 旊旜 旜棻是 棻 到 旇 的变换矩阵棳旇棻是 旇棻去

掉最后一行和最后一列矩阵椈 旇棽椊 旇旂 旂旘 旘棽是

棽 到 旀 的变换矩阵棳旇棽是 旇棽去掉最后一行和

最后一列矩阵棶在坐标系 旇 中两齿面连续相切接

触得到以下方程椇
棬棻棭旇 棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棳棻棭椊 棬棽棭旇 棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棳棽棭
棬棻棭旇 棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棳棻棭椊 棬棽棭旇 棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棳棽棭楙

棬棻棸棭
棻棬棻棳棻棳棬棻棭旙 棳棻棭椊棸
棽棬棽棳棽棳棬棽棭旙 棳棽棭椊棸楙 棬棻棻棭

暋暋将以上两矢量方程向坐标轴投影棳可以得到

椂个标量方程棳但由于楛 棬棻棭旇楛椊楛 棬棽棭旇楛椊棻棳所以棳只
能得到椀个独立的标量方程棳而未知量却有椄个棳
取 棻 为输入量棳联立插齿大小轮时的啮合方程

棬棻棻棭就可得到两齿面的一个接触点棳然后以一定

步长改变 棻 值棳继续求解棳直至求出的接触点超

出齿面的有效边界棳得到齿面啮合迹线棶定义传动

误差为

毮 棽 椊 棬棽棴 棸棽棭棴 棻棷 棽棬棻棴 棸棻棭
暋棬棻棽棭

式中 棸棽棳棸棻 为大小轮初始啮合转角棳 棻棳 棽 为大

轮齿数暍小轮齿数棶
棾棶棽暋接触椭圆

图椀所示为两接触齿面 棻棳棽 的接触状态棳
由 斣斆斄程序求解出在固定坐标系 旇 瞬时接触

点位置 及该点的法矢 旇棳 为固定坐标系下与

法矢 旇 垂直的矢量棬可选择刀具齿廓切矢转换到

图椀暋接触椭圆

斊旈旂棶椀暋斆旓旑旚斸斻旚斿旍旍旈旔旙斿

椄棾棿棻
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固定坐标下 旇棭棳按步长毮 增加的搜索矢量棳同
时 绕法矢 旇 按步长毮 旋转棾椂棸曘棳根据矢量旋

转公式求得

椊 棬旇暏 棭棲旙旈旑 旇暳 棲斻旓旙 棬旇暳 棭暳 旇
棬棻棾棭

暋暋在 旇 坐标系下棳沿着 曚方向搜索并计算两齿

面间隙 棳当 曑棸棶棸棸椂棾椀旐旐 时停止搜索棳即可

获得实际接触椭圆棶
棿暋算暋例

按照以上步骤开发计算机程序棳对螺旋双曲

面齿轮的啮合特性进行研究棳基本设计参数如表

棻所示棶图椂分别是轴交角椀棸曘和椆棸曘的齿轮副三

维模型椈图椃和图椄分别是实例棻和实例棽齿面

接触分析结果图棳包括接触迹线棳接触椭圆棳传动

误差曲线棶图椆棳图棻棸分别为实例棻和实例棽在

安装误差条件下的 斣斆斄分析结果棶
表棻暋齿轮副设计参数

斣斸斺旍斿棻暋斈斿旙旈旂旑旔斸旘斸旐斿旚斿旘旙旓旀旂斿斸旘斾旘旈旜斿

设计参数 实例棻 实例棽
小轮齿数 棻 棾棻
大轮齿数 棽 棿棾

插齿刀齿数 旙 棽棸
法向模数 旑棷旐旐 棾棶棸
法向压力角 旑棷棬曘棭 棽棸棶棸

轴交角 棷棬曘棭 椀棸 椆棸
小轮螺旋角 棻棷棬曘棭 棽椀 棿椀
大轮螺旋角 棻棷棬曘棭 棽椀 棿椀
旋向棬大轮暍小轮棭 左旋 左旋

齿宽 棷旐旐 棾棸
抛物线修形系数 棻 棸棶棸棸棾 棸棶棸棸椀
抛物线极点位置 旈 棴棸棶棻 棸棶棸椀

图椂暋齿轮副三维模型

斊旈旂棶椂暋斢旓旍旈斾旐旓斾斿旍旓旀旂斿斸旘斾旘旈旜斿

图椃暋齿面印痕和传动误差棬椊椀棸曘棭
斊旈旂棶椃暋斆旓旑旚斸斻旚旔斸旚旚斿旘旑斸旑斾旚旘斸旑旙旐旈旙旙旈旓旑斿旘旘旓旘旙

棬椊椀棸曘棭

图椄暋齿面印痕和传动误差棬椊椆棸曘棭
斊旈旂棶椄暋斆旓旑旚斸斻旚旔斸旚旚斿旘旑斸旑斾旚旘斸旑旙旐旈旙旙旈旓旑斿旘旘旓旘旙

棬椊椆棸曘棭

图椆暋考虑安装误差的齿面印痕棬椊椀棸曘棭
斊旈旂棶椆暋斆旓旑旚斸斻旚旔斸旚旚斿旘旑旙旝旈旚旇斸旙旙斿旐斺旍旟斿旘旘旓旘旙

棬椊椀棸曘棭

暋暋图椃暙图椄分别为实例棻和实例棽的 斣斆斄
分析结果棳从图中可以看出接触椭圆长轴随着轴

交角变大而减小棳椭圆的长轴和短轴之比增大椈通
过刀具齿廓的抛物线修形棳获得开口向下的抛物

椆棾棿棻
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图棻棸暋考虑安装误差的齿面印痕棬椊椆棸曘棭
斊旈旂棶棻棸斆旓旑旚斸斻旚旔斸旚旚斿旘旑旙旝旈旚旇斸旙旙斿旐斺旍旟斿旘旘旓旘旙

棬椊椆棸曘棭

线型传动误差棳可以吸收安装误差引起的线性误

差椲棻椵棳调整修形系数来调整传动误差幅值棳修形系

数越小棳幅值越小棳可以通过修形系数设计提高重

合度和减小振动暍噪声棳同时可以通过改变抛物线

极点位置获得对称的传动误差曲线棳避免边缘接

触发生棶图椆暙图棻棸是在一定安装误差条件下棳
齿面印痕变化情况棳从图中可以看出棳轴交角越大

对安装误差越不敏感棳接触椭圆参数也随安装误

差变化而改变棶插齿刀的齿数对接触椭圆的尺寸

有一定的影响棶
椀暋结暋论

通过螺旋双曲面齿轮齿面数学模型棳借助

斣斆斄分析方法棳获得齿轮副较为全面的轮齿啮合

特性棳可以得到如下的结论椇
棻棭随着轴交角增大棳接触椭圆长轴变小棳椭

圆长短轴之比增大椈插齿刀齿数增大也可增大椭

圆长轴棳但影响较小棳在实际加工中可以用多轴联

动计算机数控棬斆斘斆棭滚齿机棬磨齿机棭加工棶
棽棭轴交角越大接触迹线越倾斜棳可增大齿轮

重合度棳提高承载能力棳降低齿面印痕对安装误差

的敏感性棶
棾棭调整刀具齿廓抛物线修形系数和极点位

置棳可以改变传动误差的幅值和对称性棳改善齿轮

副的啮合特性棶
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